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Es war in der vorliegenden Arbeit weniger Absicht 
des Verfassers, Abzählungen an der Raumkurve VI. Ord- 
nung mit vier wirklichen Doppelpunkten vorzunehmen, als 
vielmehr ‚Parametergleichungen‘ aufzustellen, aus denen 
die wichtigsten Eigenschaften dieser Raumkurven ersicht- 
lich sind. Demzufolge war es zweckmässig, im ersten Haupt- 
abschnitt bis pag. 21, Untersuchungen für die rationalen 
Raumkurven VI. Ordnung ohne wirkliche Doppelpunkte 
anzustellen, und im zweiten Hauptabschnitt dieselben für 
die rationalen Raumkurven VI. Ordnung mit vier wirklichen 
Doppelpunkten mit Hilfe der, diese Kurven bestimmenden 
vier binären quadratischen Formen weiterzuführen, wie dies 
in ähnlicher Weise Herr Professor Dr. Brill in Tübingen 
in seinem Aufsatz: Über die rationalen ebenen Kurven IV. 
Ordnung (Mathematische Annalen Band XII), gethan hat. 
Die Schwierigkeiten der Rechnung für räumliche Kurven 
erhöhen sich jedoch bedeutend. 

Gerne ergreife ich an dieser Stelle die Gelegenheit, 


Herrn Professor Dr. Brill an der königlich württember- 
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gischen Universität Tübingen, welchem ich die Anregung 
zu dieser Arbeit verdanke, sowie Herrn Hofrat Professor 
Dr. Lüroth an der grossherzoglich badischen Universität 
Freiburg im Breisgau, für deren wissenschaftliches Entgegen- 
kommen meinen herzlichen Dank auszusprechen. 


Freiburg im Breisgau, den 7. März 1889. 


Paul Sauerbeck. 


Als rationale räumliche Kurven VI. Ordnung werden 
nach Clebsch solche Raumkurven bezeichnet, deren ho- 
mogene quaternäre Koordinaten sich als ganze rationale 
Funktionen 6. Grads eines veränderlichen Parameters A 
darstellen. Eine solche allgemeine Kurve ist daher bestimmt 
durch das System: 

2, = a tar ta Ha: Ha” +aA-+ 4 
2b HIN + IM HIN HIN bi +, a 
PR Zoe HM He HM HI + 6% 
AR HIV HAM HAN HAIR HAI + d, 

Sie besitzt die Maximalzahl 10 der scheinbaren 
Doppelpunkte, weil sie, von irgend einem Punkt des Raums 
aus, auf eine Ebene als ebene rationale Kurve 6. Ordnung 
mit zehn Doppelpunkten projiziert wird. Soll einer dieser 
letzteren einem wirklichen Doppelpunkte der Raumkurve 
seine Entstehung verdanken, so müssen die Verhältnisse 
der obigen vier Koordinaten für zwei verschiedene 
Werte von A je dieselben Werte besitzen, d. h. wenn 
man diesen wirklichen Doppelpunkt, der Einfachheit wegen, 
in einer Ecke des Koordinatentetraeders annimmt, so haben 
die, den Koordinaten dieser Ecke proportionalen Ausdrücke 
6. Grads einen in A quadratischen Faktor f, gemein. Daher 
sind die Gleichungen der rationalen Raumkurve VI. Ord- 
' nung mit einem wirklichen und neun scheinbaren 
Doppelpunkten: 


= HmMH+b) Marta taita)=f,: ” 
HAHN HERR HAHN: 
ER HAHI) Ye tYHYMHYA+ Ya) =fi.0) 
HIER HFIEM FIN HI HIIH IS = N) 
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Hiebei sei mit (A) eine beliebige, ganze, in A rationale 
Funktion n-ten Grads bezeichnet. Die Gleichungen der 
rationalen Raumkurve VI. Ordnung mit zwei wirklichen 
und acht scheinbaren Doppelpunkten werden: 


fit.) 


pl, — fı-fe: (A) 
fi: 0) 


nes: er 
derjenigen mit drei wirklichen und sieben schein- 
baren Doppelpunkten: 

las larle 


— 


lg: %) 
= fi-fe 0) 
er —fa-ts- 0); 


mit vier wirklichen und sechs scheinbaren Doppel- 
punkten 
pr, —=fs-Ts-tı 
Pr, —=fs-Tı-fı 
pt fı-fı-fa 
f ea, =fı-Tf-Ts 


f,zRr ++ b hei tan 
Rzr 9a+d HER HNAHh 


Mit dieser rationalen Raumkurve VI. Ordnung, welche 


(Il) 


wobei 


in den vier Tetraederecken wirkliche Doppelpunkte besitzt, 
sind die Möglichkeiten für weitere wirkliche Doppelpunkte 
erschöpft. Die Gleichungen (II) können nämlich nur noch 
acht Bedingungen unterworfen werden, so dass die acht 
Koeffizienten der vier quadratischen Funktionen f bestimmte 
Werte annehmen. Soll nun die Kurve in einem gegebenen 


Punkt einen fünften wirklichen Doppelpunkt haben, so 
bleiben vier unbestimmte Koeflizienten, welche zwei qua- 
dratischen Funktionen angehören; mit letzteren aber ein 
simultanes System von fünf Gleichungen so herzustellen, 
dass in den fünf Ecken eines Pentaeders wirkliche Doppel- 
punkte auftreten, ist unmöglich *). 

Zu einer geometrischen Erzeugung dieser rationalen 
Raumkurven VI. Ordnung führen die Gleichungen (II), 
welche nach Division mit dem Produkt der vier quadra- 
tischen Funktionen die Form annehmen: 


N 
f: 


(Ila) ar E 


1 
F; 
ad. 1 
fl 
d. h. man erhält die rationale Raumkurve VI. Ordnung 
mit vier wirklichen Doppelpunkten in den Tetraederecken 


aus dem räumlichen Kegelschnitt 

y_=hzXr+a+b 
Wh tt d 
Y—=hzr Hat f 
Y,=zhzr +N-th 


vermittelst der ein-eindeutigen und direkt umkehrbaren kubo- 


(III) 


kubischen T'ransformation : 


IV.) 2:0, mare. 


*, Nach Halphen hat eine rationale räumliche Kurve 2nter Ord- 
nung höchstens (n—1)2 wirkliche Doppelpunkte. Vgl. Comptes rendus 
de l’Academie des sciences T. LXX, pag. 381. ; 

**) Vgl. Nöther, math. Annalen Bd. III, pag. 564 ff. 
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Legt man für beide Räume, die in einander trans- 
formiert werden, dasselbe Koordinatentetraeder zu Grunde, 
‚und sind die Koordinaten eines Punkts seinen ‘senkrechten 
Abständen von den vier Tetraederebenen proportional, so 
entspricht jeder Tetraederecke die Gegenebene; der Kegel- 
schnitt (III) schneidet, die Konstanten ab....hals 
reell angenommen, die vier Koordinatenebenen in je zwei 
reellen getrennten 
reellen zusammenfallenden * Punkten, daher besitzt die 
imaginär conjugierten 
rationale Raumkurve VI. Ordnung in der That vier 
Knoten- 

Rückkehr- Punkte in den Ecken. Allgemein: Jeder 
isolierte Doppel- | | 
Kurve m-ter Ordnung des einen Raums entspricht eine 
solche 3m-ter Ordnung des anderen mit »-fachen Punkten 
in den Tetraederecken, dessen Tangenten die, den Ver- 
bindungsgeraden der Ecke mit den m-Schnittpunkten der 
Gegenebene entsprechenden Geraden sind, denn jeder Ge- 


raden durch eine Ecke 


4%; 4 Aglg + 050, = 0 

b,%, + d5%, + dar, = 0 
entspricht wieder eine Gerade durch dieselbe Ecke, da die 
zwei Kegelflächen 


GYYz + AYzyı + A YıY = 0 
DYyaYz + d3YYı + dYıYa = 0 


dieselbe Spitze und drei Mantellinien gemein haben. Jede 
Fläche m-ter Ordnung geht über in eine solche 3m-ter 
Ordnung mit 2m-fachen Punkten in den Tetraederecken, 
denn den Schnittkurven der Fläche m-ter Ordnung mit den 
Tetraederebenen entsprechen Tangentialkegel 2m-ter Ord- 


a a ee 


nung in den Gegenecken. Die Transformationsgleichungen 
ergeben ferner leicht die Graderniedrigung des transformierten 
Gebildes, im Falle das zu transformierende das Fundamental- 
system (Tedraederebenen und Tetraederkanten) schneidet 
oder z. T. enthält. 

(remäss der Bedingung 

re RE FR he 5 

lässt sich jeder Punkt des einen Raums sofort in den ent- 
sprechenden des anderen überführen, denn jede Ebene, die 
ihn von einer Tetraederkante aus projiziert, geht über in 
eine zu ihr, bezüglich der Halbierungsebene dieses Keil- 
winkels symmetrische; man erhält daher durch diese 'Te- 
traederkante als Axe eine Ebeneninvolution: Die senkrecht 
zu einander stehenden Kantenwinkelhalbierenden trennen 
als Doppelelemente je zwei entsprechende Ebenen harmonisch, 
Analog der allgemeineren algebraischen Forn der übrigen 
vier Arten rationaler Raumkurven VI. Ordnung wird sich 
daher eine rein geometrische Konstruktion derselben aus 
einem Kegelschnitt ergeben, wenn man irgend zwei be- 
liebige Ebenen als Doppelelemente einer Ebeneninvolution 
und ihre Schnittlinie als Axe‘nimmt; durch drei solcher 
Axen und zugehöriger Ebenenpaare ist die T'ransformation 
vollständig bestimmt *). 

Für die rationalen Raumkurven VI. Ordnung ohne 
wirkliche Doppelpunkte (I) besteht eine Reihe von Eigen- 
schaften, die sich auch auf die anderen mit wirklichen 
Doppelpunkten, insbesondere auf diejenige mit vier, welche 
später ausführlicher behandelt werden soll, ausdehnen lassen. 
Als Fläche niederster Ordnung, welche durch diese Raum- 
kurven (I) hindurchgelegt werden kann, ergiebt sich die ein- 


zige Fläche III. Ordnung: 


*) Vgl. Dr, Johannes: Über die rat. Raumkurven etc. Dissert, 
Tübingen 1888. 


o 
- 
DD 
[23 
= 
| 
oO 


Dr: 


b 
ı E32 63 64 65 &% 
d, d,d, d; d, 


Man erhält diese Gleichung auf einem, der Bildung 
der Resultante nach der Sylvester’schen Methode analogen 
Wege, indem man durch Multiplikation der Gleichungen (I) 
mit X und A? zwei neue Gleichungssysteme herleitet und 
aus diesen in Verbindung mit (I) die 11 Grössen oX?, o%, p, 
Rn Max eliminiert, 

Die rationale Raumkurye (I) wird von der Ebene 

= ur, + U, + Utz + U, (2) 
in 6 Punkten mit den zugehörigen Parametern A @ =], 
2, 3, 4, 5, 6) geschnitten. Letztere genügen dem, aus sieben 
Gleichungen bestehenden System: 

U tUbo tus HU, lt Mrs dakı 
Up Us + = EA — HA Add 
Ust Usb tus 5 tu HNMIMe HM 3 


EN, 
(3) U Az HU bat Us, HU — dr — At Az), R, 
AN 
ua tu, tus, ud, Ms HM), +0, 
4,4, U0 ,t+UzC, tu ,d,— — oA, +5) —a, 


U Ast Ude UzC tu, +6 


Er ee 


aus dem sich U, %, U; U, 5%, %, eliminieren lassen. Als- 


dann ist die Determinante 


MpbgCodg  Ardadsdı 
N a 
A,b,0,d, EAN, UA, Ry2; gr ı 


4) Om 9b505dz — EI °— ide — EA Rp 2 
DRB.C,d, 1 Er, Bar 
'a,b,c,d, —1 — LE 
Agd5Cgde 2 i 1 


die Bedingung, unter welcher vier Kurvenpunkte %,, %,, Fu N 
in einer Ebene liegen. Sie ist in jedem der vier Parameter 
vom Grad 3 und hat somit nach X, geordnet, die Form: 

5) 0=DAAAIIMHDONAIMIEFHDOAAIUTDANN:) 


wobei die Grössen D (,.%, %,) die, durch Weglassen je 
einer der vier letzten Vertikalreihen der Matrix 


BEN ee a 

a,5,c,d, — EX, da — X Ag As 

10, d, 6, d, DIENT DENE REWBUR ENG AG 
ad,0d —1 — EN, — EN, % — A %g Ag 
a ud : 1 | Zr, ZA Ay 
[a.0..0, 0, ’ — 1 — EN, 
0.0 08 de b s i 1 


entstehenden Determinanten sind. 
Einige besondere Lagen der Ebene (2) sind be- 
merkenswert: 
I. Fallen 3 Schnittpunkte zusammen 
a | 
während der vierte ein fester Punkt o=ı, der Raumkurve 
ist, so ergiebt die Gleichung 


0=D,M).9+D,M).0?+D,0M).e+D,OM) (0) 


ESEL 


die 9 Oskulationsebenen von einem festen Punkt o der 
Kurve an letztere. Für einen Punkt, der nicht auf der 
‘ Kurve liegt, vermehrt sich diese Zahl um 3; die Klasse 
der rationalen Raumkurve VI. Ordnung [I) ist 
somit zwölf... Ist umgekehrt X ein fester Kurvenpunkt, so 
liefert (6) die drei weiteren Schnittpunkte p,, ps, pz der 
Schmiegungsebene im Punkt X mit der Kurve. Werden 
diese und somit auch die Schmiegungsebene im Punkt A 
unbestimmt, so ist in letzterem eine stationäre Tangente 
vorhanden. Die Bedingung hiefür ist: 2 


UN Ger (7) 
II. Die Diskriminante der Gleichung (6) bezüglich 9 
0=18D,D,D,D,+D,?D2—4D,3D,—4D,D3,—27D ?D2, 
liefert die 36 Schmiegungsebenen, welche die Raumkurve 
noch an einer weiteren Stelle berühren. 

III. Die Zahl der Ebenen durch eine Kurventangente, 
welche die Raumkurve nochmals berühren, erhält man für 
ee ER Ks, 
aus (4). Diese Gleichung wird mit Einführung der sym- 

metrischen Funktionen p, und », 
», =ı, +1 Dal 
in jeder derselben vom Grad 6 


00,6, %, Du 0 0 | 
a,b,c,hd, — 2PıP5 BD 0 
0,b,0c,d, 2” + 2P, 2PıP, 25° 

A563 0; d,; — 2p, — 229, BR 
0,04 0,0 1 2p, P?+2p, 
I ol —2, 

a by 6; Dh 0 1 


d. h. jede Tangente dieser Kurve wird von sechs anderen 
Tangenten geschnitten. 


Re U Re 


IV. Fallen sämmtliche vier Punkte in einen, also 
A N ER 
so, giebt die Determinante (4) oder (5) 
BWO)ZED, 0) I+D,ON)IA+D,ON)AHD,OM—O 
die zwölf stationären Tangenten- oder Wende- 
berührebenen der Kurve (cf. später). 
V. Rücken von den sechs Schnittpunkten der Ebene (2) 
je zwei zusammen 
a Pe 3 A Re KEY 
so wird die Ebene zur Tritangentialebene. Führt man 


wieder symmetrische Funktionen ein 


ey =g 
tet 
= 


so werden die Gleichungen (3) 
EC Fe u 70 u PR a) 7 


cu, +Wwb, +uc,+u d) = — 29; 0; 
cu, +nb,+Uu,c, + u, d, = 29,9; + 0° 
o(uU, a; + u,b, + u; c, + u, d,) = — 29, 0: — 245 
ct, +Wwb, u, +uwd)=q0°-+ 29; 
s(u,a, +uwb,+Uu,c,+ u, d, = — 29, 


cu, +%b, Fu, tud)=|T 

Durch Elimination der vier Grössen # bleiben noch 
drei Gleichungen zweiten Grads in q, 9, 9, und den Kon- 
‚ stanten. Als Flächen II. Ordnung betrachtet, durchschneiden 
sie sich, da sie keine Kurve gemein haben *), in acht 
Punkten; d. h. die rationale Raumkurve VI. Ordnung be- 
sitzt acht Tritangentialebenen, gleichgültig, ob die Kurve 


*) Auch mit Hilfe der, zwischen den einzelnen Determinanten der 
Matrix |ibhadı |@=1, 2, 3, 3, 5, 6) bestehenden Identitäten lässt 
sich in keiner Weise bei den drei, leicht herzuleitenden Flächen II. Ordnung 
das Vorhandensein einer gemeinschaftlichen Kurve nachweisen. 


BE My a 


selbst wirkliche Doppelpunkte hat oder nicht. In dem Fall, 
dass eine Spitze auftritt, etwa für X = 0, wobei die Gleich- 
ungen der Kurve sein mögen: 


ai, MP ta, ta, It g, 
— | 8, +0, +05, % + b, Arad, 
en GN +GP Ho RC +6 


=, Ed, r’+dM+dP HdR +dIH+d, 
bestehen nur noch vier Tritangentialebenen ; für den Fall 
zweier Spitzen A =0,%=mw) hat die Kurve 


> MP HAAN Hai a, 
00, = | 1, +05, +05, 
bit, = +, +0, 


2, = dr Hd Hd + Ad HdR 
nur noch zwei Tritangentialebenen. 

VI. Die Bedingung, dass eine Ebene mit der Raum- 
kurve eine Berührung vierter Ordnung hat, ergiebt sich ‘ 
‘mittels (3) durch Elimination von % aus den gleich Null 
gesetzten Determinanten der Matrix | 
@,0,60,0, 5 | 
a,b,c,dh -IM —% 
005.6, 0, 10.1. 0% 
A; d2 63, d; — 10% — 109% 


0,0, II. 0 
a,b,,d, —1l1 — 5A 
AB te. 1 


VII. Die Fläche der Trisekanten der rationalen 
Raumkurve VI. Ordnung (I) ergiebt sich mit Hilfe der 
Bemerkung, dass alsdann die Ebene durch drei Kurven- 
punkte X,, %,, %, unbestimmt wird. Inder symmetrischen 
Huinkkone 

3, = X Ay Ag 
(a) = tt NR 
r,=ht%bk+t% 


geschrieben, verschwinden die Determinanten der Matrix 
abc 15 
.badh—n—t; 

1 PR PR PR Pa De Pa 75 


(b) dd — 1 — rn — 17T, 
a,b, c,d, 1 PATE 
dhoy 6, Ascialtı, .—_-1—r, 
UbEoS ud. ur 1 


Dieselbe kann als äquivalent zweien Flächen III. Ord- 
3 


—/ 
nung (f, fy, 73) = 0, welche eine Kurve III. Ordnung ge- 
mein haben, betrachtet werden. Durch Elimination je einer 
Grösse r erhält man drei Gleichungen in jeder der beiden 


anderen vom Grad 6 
6 6 \ 6 


(e) (rar) —=0 ru) — 0 (ry ni =U0 
Ein bestimmter Wert von r, ergiebt alsdann sechs zu- 
gehörige Werte von r, und r,, also auch ein bestimmter 
Parameter A, sechs zugehörige Punkte %, und %,; d. h.: 
die rationale Raumkurve VI. Ordnung ist eine sechsfache 
Kurve der Trisekantenfläche. Ihre Gleichungen sind von 
der Form 
a, = fi) tSsFhD)HFR)) 
(d) Pr, =pA) + slER) + PR) 
ri) Het) YO) 
er, =) TUR) t KR) 
Die Funktionen f, o, 4, % sind die, den Koordinaten 
der Raumkurve proportionalen rationalen Ausdrücke sechsten 
Grads. Dasselbe erreicht man, indem man die Raumkurve 


VI. Ordnung mit der Ebene 

Ir I tn —rn=0$ 
schneidet. In (d) erscheinen, mit Berücksichtigung von (a), 
die rechten Seiten als sechswertige Funktionen von %,. Die 


ernn 


Elimination von %,, p, o liefert die Gleichung der Trise- 
kantenfläche XX. Ordnung. | 

Besitzt die rationale Raumkurve VI. Ordnung einen 
Doppelpunkt oder eine Spitze, so scheidet sich die, sie von 
ihrem Doppelpunkt aus projizierende Kegelfläche IV. Ord- 
nung ab, als uneigentliche Trisekantenfläche; bei vier 
Doppelpunkten oder Spitzen ist daher nur noch eine Trise- 
kantenfläche IV. Ordnung möglich. (Vgl. pag. 25.) 

VIII. Soll eine Sehne die Raumkurve in vier Punkten 
treffen, so werden sämmtliche Ebenen, welche man durch 
je drei dieser Punkte legt, unbestimmt, d. h. es verschwinden 
vier Systeme von je vier Gleichungen 
DR, ı)=0 ü=1,23,4 (on=1,2,3,4) 

Jedes System bildet eine Matrix, gemäss (5). Von 
diesen vier Matrices sind nur zwei unabhängig, etwa 

DO%)=0 DAN) 0 
== 1,2,9,4) 

und diese wieder repräsentieren vier unabhängige Gleich- 
ungen zwischen den vier Parametern A von der Form D.. 
Eliminiert man hieraus drei der Parameter, so folgt für 
den vierten eine Gleichung sechsten Grads. Die Zahl der 
Quadrisekanten der rationalen Raumkurve VI. Ord- 
nung ohne wirkliche Doppelpunkte ist demnach dieselbe 
wie diejenige der Kurve mit vier wirklichen Doppelpunkten, 
bei welcher sie, wie unmittelbar zu sehen ist, die sechs 
Kanten des Teetraeders bilden. 

IX. Schneidet diese Sehne noch in einem weiteren 


fünften Punkt, d.h. (p, , r=1, 2, 3, 4,5), so verschwin- 


den zehn Matrices, von welchen drei unabhängig sind, etwa 
Du) =09 DWZ O DUB —O 


Dieselben sind äquivalent sechs unabhängigen Gleich- 


ungen zwischen den fünf Parametern, von der Form D,. 


re 


Ihre Koeffizienten setzen sich linear aus den Determinanten 
der Matrix 


| a, 
0,09, % 0% 
a, 95 6, 9, 
GG de 6, de 


zusammen. Man erhält daher durch Elimination der Para- 


meter A die Determinante dieser Matrix 


ala Ct. 

0.0.00. 011 0040 00.0 
05.0706 Er 
aan Orden dan Disen de 

IRRE EN el 

@u.0,,0..0,.0,.00%0, 0, 
Dub cn Age as Des Card, 
| . Ge: 02.060, 


als Bedingung für das Vorhandensein einer fünffach- 
schneidenden Sehne *). Man erreicht dasselbe auf 
folgendem Wege: 
Das Ebenenbüschel durch eine Pentasekante sei 
= Wr, Ft WR, Urt U 8%) + 
0%, 4% % + 034, +0,%,) 
oder 
I ru tw, +4 oo Tud) + .:.. 
+. +% bt, 6, +9, dA) +... .] 
Für jede Ebene des Büschels, welche durch einen 
weiteren bestimmten Punkt der Raumkurve, der aber nicht 


| *) Vgl. Herr Prof. Dr. Brill, Münchener Akademie-Berichte, Jahr- 
gang 1885. | 
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SDR Eat 


auf der Pentasekante liegt, gelegt ist, gilt alsdann die Iden- 
tität: 
u, a, + u 5, + U, Fu dit... oe 
= [(d,, +, +9, +, dA) + ..:.]R—P® 
Damit wird 
0=(m—r) + W—r)d5+ (u —d,) co + (u—d,) dh 
= mt), + Ww—v)b, + Ww— vr) +W— dv) d, 
+ (au, — Pv))a, + (au; — Bv,)b, + (au; - Br)... 

Die Elimination der Grössen u v « ß aus diesem simul- 
tanen System von -acht Gleichungen ergiebt dieselbe oben 
aufgestellte Determinante (9) als Bedingung. 

Dieses Verfahren, die Raumkurve durch eine Ebene 
zu schneiden, hat demnach zu einer Reihe interessanter 
Ergebnisse geführt, während die Differentialrechnung nur 
bei einer beschränkten Zahl von Aufgaben, namentlich 
solchen, bei denen es sich um konsekutive Kurvenpunkte 
handelt, aushilft. Im folgenden mögen noch anhangsweise 
die Gleichungen für die Oskulations- und Wendeberühr- 
ebenen, sowie die Bedingung für stationäre Tangenten her- 
geleitet werden. Die Gleichungen der rationalen Raumkurve 
VI. Ordnung seien wieder, homogen, 


= +a Vu ta Mu? ta ru3ta rt ta,iu? + Ag p 


UM ERN en... me + b,v® 
N ne ae 
ee) une ee +d,u® 
so wird mit der Bezeichnung 

? hr n Ey 

020 3% ö2 


I ei en PR 
NTAERD ı u. 119 du: 029 


— 19 —. 


und mit Benützung des Euler’schen Satzes für homogene 
Funktionen, die Gleichung der Oskulationsebene an die 
Kurve: 

N N 
(10) Prı Par Kur du ENT) 
Pıa Yız Xız Pie 
P22 Yaa Xaa Pse 


Durch einen beliebig gegebenen Punkt (z,, &, X, %,) 


sind also 12 Schmiegungsebenen möglich, die Klasse der 
Kurve ist zwölf. 

Liegen vier konsekutive Kurvenpunkte in einer Ebene, 
so wird die Schmiegungsebene stationär. Die Zahl dieser 
Wendeberührebenen ergiebt sich zu zwölf aus 


Pırı Yırı Kını Pin 
(11) Pıı2 Yıız Kara Prıe Be) 
Pıza Yıza Kıaa Pina 
Page Vaza Xaaa Q222 


Stationäre Tangente der Kurve ist diejenige Ge-. 


rade, welche drei konsekutive Kurvenpunkte verbindet. An 
dieser Stelle wird die Schmiegungsebene unbestimmt, daher 
verschwinden die Determinanten der Matrix: 


Pu Yıı Kr 9 
(12) 918 Yız Kıa I = 0 
‚922 ga Yaa 992 


Diese Bedingung ist äquivalent zwei Gleichungen in %, 
also nach Elimination von X einer Bedingung zwischen den Ko- 
effizienten der vier Funktionen o ) y 9. Man erhält dasselbe 
Ergebnis durch die Bemerkung, dass zwei konsekutive Tan- 
genten in einem solchen Punkt denselben Neigungswinkel 


NT 
or \9 


EN GO 


mit der x-Axe etc. bilden, dass somit 
dceos & = 0 dcos % — V deosy —= 0 
Auf die rationale Raumkurve VI. Ordnung mit vier. 
wirklichen Doppelpunkten in den Tetraederecken 


a, IR 
m,—h.k.f 
NE Ri 
A le vgl. (ID 


welche im folgenden hauptsächlich behandelt werden soll, 
angewendet, wobei f, 9, h, %k die vier quadratischen Funk- 
tionen und die Indices die Ableitungen bezeichnen sollen, 
stellt sich die Matrix (12) dar in der Form: | 
fr — 129°? —99112h” —hh,,2h? —hi,, 
ff — ff a 29,92 — II 1a hy ha — hh,, 2h, k,— khi;g 
1 —IMo2 29° — 992: 2hz" —hh,, 2h, — Ks 


Es ıst möglich, den Determinanten dieser Matrix, diesowohl 


—0(13) 


ın X als in den Koeffizienten der vier quadratischen Funktionen 
vom Grad 6 sind, vermittelst neuer Bildungen, die zu den vier 
gegebenen Formen in- oder kovariant sind, einfachere Gestalt 
zu geben. Überhaupt werden sich aus den Relationen zwischen 
den In- und Kovarianten der vier in % quadratischen Formen 
f,=zY+a+b 
., = +9 + d 
f, = t+A+f 
=? NR +h 


der rationalen Raumkurve VI. Ordnung mit vier wirklichen 


(14) 


Doppelpunkten in den Tetraederecken: 
0%, = f. . f, . 1. m 
ed 2 3 4 Fi 


o,=f.fh-.h= 


abe 


=h.fh-h= 


neue Resultate folgern lassen. 


fs 
le f4s fi: fi = 
= 
f 


a 


Das vollständige System der In- und Kovarianten der 
vier binären quadratischen Formen (14) besteht nach Olebsch 
(Binäre Formen pag. 201) aus den 6 Funktional-Deter- 
minanten: 

29,, = (ad—be) +2 (d—b)A-+(e—a)% 
Er = (fe —ed) +2 (f — d)A+(e— c)% 
= (be —af) +26 —F)A+(a— eo) 
9m (ah) H2M- MY 9 
29,, = (he d) +2 (hkh— WII — OR 
29, = (hf) +2 MH) 
wobei eo, 
aus den 10 Invarianten: 


Der kaın D,=5+h-% 
2 2 
D,=d+1-7 D„=d+h—2 
eg 
a Eee Nerehere Dual (ß) 
a? 
D,=23—-75 
2 
D,=24—5 
„ wobei D)=—D, 
D,= 4-5 
il 
Du=2h-75 


aus den vier Resultanten R je dreier Formen f: 
2R 9; = cf — de + be — af + ad — be 
2R,, =eh— fg + dg— ch+ cf — de 
Big ah af Svelı ch fg m 
2R,, = ad— be + ch — dg + bg — ah. 
Zwischen diesen 20 Grössen bestehen zahlreiche Iden- 
titäten, deren wichtigste sind: 


BL 


(15) — feat Fa + Fa da 

Die analog gebildeten Ausdrücke mögen wegbleiben. 

(16) V=fiRa-f Rz, + f3 Ryıe — fa Rızs 

(17) 0 D,, Bros EI Dis Rau 17 D;; R,1a ze: Du Riss 


oder 


Du Di Di; Du 

De) Dos Dos Das 

D;, Das Das Dz, 

DD; Dis Dis Das 
Zu Duh, DD fh 
(13) 2404 = | Du Da 20,205; = | Da Das Fo 
2] | fl 


oder 
(182) 28,9, =— Disfafat Dasfıat Duufals — Daufsls 
(186) 29,9, =—Dofsls + Dalıa t Ya a 
(lde), 205° = Duf: +2Daffa Dal 
D D.D,; D,ı Die Di; 
(U. ae, iD De 2,Rasa= DD, a0, 
ee fı:Te I 


oder 
(19a) 20,5 Rıss = n (Die Ds — Das Di — fa (D.ı Dis 
| — Die Dis) + fa (D,, Dix — D°i2) 
(19b) 28,, Rıs = fı (Dis Du Di; Day fe (D,;ı D;, 
Ka Di; D,, ala (D;ı Nr Die D,. 


Di Di: Di; Tı Di Dis Dis fi 
Da Dis Da; fe Dzi Das Dar fa 
Ve 20 0 21 
D;, D3 INN Ti ) D;, Ds Di A 
Hufe 1a 0 fh dB, 
(22a) Rıss : fı = Dir Ps + Daı 95; + Dai dıa 
(22b) Rıs fı = DuP®s + Das ds; + Dar dıe 


D,ı Die Di D,ı Dıs Dıs | 
2 Rss Ryra = |Dai Das Dia (23) 2R? 9 = BD, Des Des| (24) 
D;, Da D., D;, Da D;; 


wu  e " nach 


durch Quadrieren von (16) 
Du De Ds Da fıl 
Da Da Da Du fe 
0 = Dy Da D;; D;, f 
Da Dir D;; Du f3 
fı fa fa fı 0, 
Multipliziert man die Identität (16) der Reihe nach mit 
ER I fz f, und setzt die hieraus folgenden Werte der 
Quadrate dieser Formen in eine der Identitäten (21) ein, 
so ergiebt sich mit Benützung der Determinante (17) 


V—ffeRıssRusds rt fofs Ras RıssdıatfafıRsuRissdat+ 
FıfaRya Ras dest fafa Brio Rasadsı + fafaRası Rasıdıa | (26) 
wobei DD D254, 


Mit diesen Vorbereitungen lässt sich die Frage nach 


(25) 


den. Flächen niederster Ordnung, welche durch die 
rationale Raumkurve VI. Ordnung mit. vier wirklichen 
Doppelpunkten gelegt werden können, erledigen. Setzt 
man in (26) an Stelle der Funktionen f, gemäss (Il) und 
(IV), die reziproken Koordinaten eines Punkts der Kurve, 
so ist die Gleichung der Fläche II. Ordnung, welche 
durch die rationale Raumkurve VI. Ordnung mit 
vier wirklichen Doppelpunkten gelegt werden kann 
VD=PZ Roy Rozı Aa. %ı%, + Bis Rzıı Ag: %y%3 
+ Ryıs Rası Us. 93%, 4 Ryzı Riss dur 20, (27) 
+ Rzıı Riss Agı 29%, + Rigs Ryıo Ay - 23%, 
In diese Fläche geht diejenige Fläche II. Ordnung 
über, welche durch den gegebenen Kegelschnitt (II) 


y=rR+tar+rdbzsf, 
pe I +def 
Y=Nr+eri+rft=h 
Y=%X+gı H+h=f, 


a 


und die vier Tetraederecken vollständig bestimmt ist, sich 
also darstellt in der Form (26), nämlich 

0= 4y,y3+ By3y,+0y,9+ Dyyı+ Eye +Fysya (28) 
wobei die Koeffizienten AB... . die Determinanten sind 
der Matrix: 

1 1 1 Le we 
cte ate atc a+g9 c+g9 e-+tyg 
ce+-d-+f ae+bf ac+b+d ag+b+h cg+d+h eg+f+h 
de+cf betaf ad+be ah+bg dg-+ch fg-teh 
df bf bd bh ah fh 

Der direkte Weg, diese Determinanten und damit auch 
die Fläche II. Ordnung (28) mit Benützung der Invarianten 
(8) und (y) auf die invariante Form (26) zu bringen, konnte 
somit hier durch geeignete Kombination der oben 'ange- 
gebenen Identitäten umgangen werden. Die transformierte 
Fläche (27) ist wieder eine Fläche II. Ordnung durch die 
vier 'Tetraederecken. | 

Ausser auf der, durch (26) repräsentierten Fläche II. Ord- 
nung 
0 RigsRyisdzı-YıYat Raza Rissdia-YaYat Rast iaslder -Y%ı 

+ RysRyudes-YıYat RarsRasıdıs-YeYat Raukosidio NN 
liegt der Kegelschnitt (III) gemäss (16) in der Ebene 
0 = Rozı Yı — Rzıı Ya + Rare Ya — Rızs Ya 
somit lässt sich durch. die Raumkurve VI. Ordnung (II) 
die Fläche III. Ordnung 


0 ERS F Son Prosa ve Tu 1 Raise LE Riss 


oder 

(29) O0 = R33109%5%, — R341%3%%, 4 Ruiz 20,08 — Rı23% 09%, 
legen, welche die sechs Tetraederkanten enthält und die 
vier Ecken zu Knotenpunkten hat. Diese Fläche ist iden- 
tisch mit der durch die Determinante (1) dargestellten; die 
Überführung jener Determinante in invariante Gestalt mit- 


RES 


telst der Gleichungen (II), (III), (B), (y) konnte also auch 
hier vermieden werden. Daher 

Satz: Die rationale Raumkurve VI.Ördnung mit 
vier wirklichen Doppelpunkten ist der voll- 
ständige Durchschnitt der Fläche III. Ordnung 
F=0 mit. einer einzigen Fläche Ill. Ordnung 
P=0; natürlich lässt sich durch sie noch ein 


System von Flächen III. Ordnung 
F+k.P=0 


wo k eine beliebige lineare Funktion ist, legen. 
Die rationale Raumkurve VI. Ordung ohne 
wirkliche Doppelpunkte (I) dagegen liegt nur 
auf einer einzigen Fläche III. Ordnung (1) und 
nicht mehr auf einer Fläche II. Ordnung. 

Aus. diesem Satze folgt, mit Berücksichtigung der 
Schlussnote ad VII pag. 16, dass die doppelt zu zählende 
Regelfläche P = 0 die Trisekantenfläche der rationalen 
Raumkurve VI. Ordnung mit vier Doppelpunkten ist. 

Setzt man in (20) an Stelle der quadratischen Funk- 
tionen f die Koordinaten % der Punkte des Kegelschnitts, 
so erhält man die Kegelflächen II. Ordnung, welche den 
Kegelschnitt von den Tetraederecken aus projizieren,; diese 
werden durch die "Transformation (IV) zu den Kegelflächen 
IV. Ordnung mit drei Doppelgeraden, welche die Raum- 
kurve VI. Ordnung mit vier Doppelpunkten von letzteren 
aus projizieren. Weitere Flächen IV. Ordnung, auf denen 
die Raumkurve liegt, liefern die Gleichungen (21). Durch 
Elimination der Funktionaldeterminanten $ aus den Gleich- 
ungen (18), (19) lassen sich Flächen V. Ordnung durch die 
Kurve ableiten etc. 

‚Wenden wir uns nun zu der Gleichung für die Be- 
rührpunkte der stationären Tangentenebenen der 


SU IE 3 


Raunkurve, den Wendepunkten ebener Kurven entsprechend. 
Zu einer Möglichkeit für invariante Darstellung bietet hier 


nur die Gleichung (8) 
0=D,09).%+.D, 09) %® + D,09).%+D, 09) 


Aussicht. Die allgemeinen Gleichungen (I) der Raumkurve 
VI. Ordnung gehen gemäss (II) für die Kurve mit vier 
wirklichen Doppelpunkten über in 


2, =’ +la+ce+e)? + +Hd+ftacH ce + ae) 
+ (be+zad+af+rbdbe+ cf + de + ace) % + (bd + bf 
+ df + bee + ade + aef)% + (bde + bef + adf)% + bdf 
= ++ HN +lHrd+hrtacHag+cg)N + 
ar +rla te tg)” +lb+fHhrtae tagt eg) .... 
2, = +(l+e +)’ +(d+f+h+ce+cg-+ eg)... 

Man bestimme nun das Leitglied der Gleichung (8), 
d. h. den Koefhizienten 


sb; 05 d, 
a,b, c,d, (8) 
a,.d. 0. d, 
GG dg Co de 


der höchsten Potenz X'? ın (8), welcher in den Koeffizienten 
der vier quadratischen Formen vom Grad 12 ist. Zu 
diesem Zweck hat man sämtliche Produkte von In- und Ko- 
varianten des Systems («), (ß), (y) zu bilden, welche sowohl 
in % als auch in den Koeffizienten der f bis zum Grad 12 
ansteigen, wie z. B.: fi? f5°0,,? D,,? u. s. w. Dusch ge: 
eignete Kombination dieser Produkte ist die Übereinstim- 
mung des Koeffizienten des höchsten Gliedes X!? der ent- 
stehenden Gleichung mit (6) herzustellen. Dies ist erreicht 
durch die folgende invariante Form der Gleichung 
für die Berührpunkte der stationären Tangen- 
ten- oder Wendeberührebenen: 


” 


a REN 


vw 


93 we d12 d13 94 dos O4 up — 294 O4 0, fı fe Pe Riss 


+ 20; 051 du fafsfı Ras 
— 2035 045 12 fa fıfı Rss 
+ 20,3 O5 933 fafı fa Raıs (30) 
— fıfef3f491203, Die D;, 
+ fıfefzf4 91394 Dis Dar 
— fıfaf3f1914 03 Dis D;; 


Aus diesem Ausdruck kann man noch die Funktional- 
determinanten 6, mit Hilfe obiger Identitäten eliminieren, 
so dass W (X) nur eine Funktion von f und D wird. Setzt 
man an Stelle der f die reziproken Koordinaten aus (II) 
ein, so erhält man zunächst eine Fläche 18. Ordnung, auf 
welcher die 12 Wendeberührpunkte liegen; dieser Grad 
lässt sich auf 6 reduzieren, da W (A) auf die Form gebracht 
werden kann: | 


Bl) WEDEL af + bh Hhhltıe-hfe 


wobei a,d,c... Ausdrücke dritten Grads in den Inva- 
rianten D sind. Die Elimination der 24 Glieder & af,? fs? f; 
ist mir nicht gelungen; in diesem Falle gienge die Fläche 
VI. Ordnung (31) durch Transformation in diejenige Fläche 
II. Ordnung über, welche die zwölf Schnittpunkte mit der 
Raumkurve VI. Ordnung als Berührungspunkte der statio- 
nären Tangentenebenen ergeben würde; ein Resultat, analog 
demjenigen der rationalen ebenen Kurven IV. Ordnung, 
deren sechs Wendepunkte nach den Untersuchungen des 
Herrn Professor Dr. Brırz ‘(Math. Annalen Bd. XII) auf 
einem Kegelschnitt gelegen sind. 


Ehe ich auf die Veränderungen eingehe, welche statt- 
finden, sobald einer oder mehrere der wirklichen Doppel- 
‚punkte der Kurve 


a =hflhı= 


au 

fi; 

1 6 
Be 

Rn 

fs 

Be 


in Spitzen seen oder wenn die Kurve selbst in solche 
von niederer Ordnung zerfällt, ist es wichtig, ihre Gleich- 
ungen in Ebenenkoordinaten 


Pr Yır Kar 9a 
2:42 = | Pı2 Yız Xıa 9ı2 

013 bis Yı3 di; 
invariant darzustellen. Benützt man die Definitionsgleich- 
ungen 


a. af or DL ee, 
RN R rd N Mon. öy 
ae een 


PIE OMU. Ou.2 
%, De 
ON? Ay. öu.? 


so lauten die Gleichungen der rationalen Raum- 


kurve VI. Ordnung mit vier wirklichen Doppel- 
punkten in Ebenenkoordinaten: 


u Fels fı Ras fi? 
ld Fa fıfı Ras) Fo? 
(di — Fu fı fa Kaıe) Fa* 
cu, = (49,5 B du — fı fa f; Riss) f43 
Das Verschwinden der vier Determinanten der Matrix 
(13) als Bedingung für stationäre Trangenten ist somit äqui- 
valent dem simüultanen System | 


(32) 


BE RR 


4 0,; 054 da — fe Er Pi Rosi u 
4 034 dyı 913 —f3 fi fı Rrzaı =) 
4 05, O2 04 ne fı f: Rz = 0 
4 Q12 93 d31 —.fıh fe IE Rs = 0 


(33) 


Wenn gewisse Invarianten des Systems der vier binären 
quadratischen Formen verschwinden, so ändern sich gewisse 
gestaltliche Eigenschaften der rationalen Raumkurve VI. Ord- 
nung mit vier wirklichen Doppelpunkten. Ist 

Dı—=0 
d. h. hı=0i-+ ua)? 
ein vollständiges Quadrat, so geht einer ihrer vier Doppel- 
N 
punkte x, = 0; in eine Spitze über, da der Kegelschnitt 
BE ei) 
(III) alsdann eine Tetraederebene &, = 0 berührt. Die 
Klasse der Kurve vermindert sich um zwei, denn die 
Funktionaldeterminanten ®;5, 5, 9, enthalten den linearen 
Faktor A\-+ a. Die Gleichung der Kurve in Ebenenkoor- 
dinaten lautet 


cu = [49,, Q,, de — fa fs N Re2sa] In% 
= [2 (— Du fs — Da la -Duf)calah Raul fr 
u = [292 (— Da fi + Das fı — Diafe) — fıfe Rai] f5’ 
en (202; Er De; fı Da D;, f5 I Die 3) 25 f; f; Ries] Ir 
Die Zahl der Wendeberührebenen nimmt gemäss (30) 
um drei ab. Die Kurve mit drei Spitzen besitzt somit 
noch drei Wendeberührebenen, ferner ist ihre Klasse gleich 
ihrer Ordnung, d. h. 
| Die rationale Raumkurve VI. Ordnung mit 
drei Spitzen und einem Doppelpunkt ist sich 
selbst reziprok. | 
Ihre Eigenschaften hängen ab von dem System der 


FEN EN 


In- und Kovarianten dreier linearer und einer quadratischen 


binären Form *): 


h=ıt4 hr=ıHrb =» te 
o= 1? + IX = h 
Bezeichnet man die ersten Überschiebungen der Formen 


f über @, welche linear in X sind, mit 


(fig 0): 1 Kor =0 (so 


und diejenigen der Formen f über einander 


ff) = ( — nz O1 
Ve 
BO 
so sind die Gleichungen dieser zu sich selbst reziproken 
Kurve in Ebenenkoordinaten 
cu, = (9, 9,8 — 9: Rd) fır 
(34) u, = (0, ©, 9; — 9. Ra) fat 
u, = (9, 9,85 — 9 Run) Ft 
U Bd, dn5 dsı 0° | 
Für die rationale Raumkurve VI. Ordnung 
mit vier Spitzen bestehen die Bedingungen: 


Di=0. DD. = DstrD 


Ihre Gleichungen in Ebenenkoordinaten ergeben 
sich aus (32) mit Rücksicht auf (1Se) 


u, = fı* BR? 
uf Ar, 
u fg RR, 
3 a 


wobei 


%) Berücksichtige von hier ab die neue olunng der Funktionen 
f als lineare Funktionen. 


N 


harte hait+ı Berta fartd 
| RB? = (b — a)? (ce — b)? (a — ec)? 
daher 

Satz: Die rationale Raumkurve VI. Ord- 
nung mit vier Spitzen ı8st. von der vıerten 
Klasse und reziprok zu der rationalen Raum- 


kurve IV. Ordnung II Species 


2, = Mat m Kö 

pr, = ft Ran =ER+ 5) R’yu 

fi rt oO) Bruns 

er, = ft Rs = Mt Rdız 
bezogen auf ihre vier Wendeberührebenen als 
Koordinatenebenen. Man erhält sie aus dem, die 


. vier Tetraederebenen berührenden Kegelschnitt 


Yı,=(A-+ M)? Ray 
Y,—=(R + DJ? Rau 
Y=Nr-+ 0% Rus 
Y,=0a-t 0: Re 
Durch die ein-zweideutige Transformation 
BR: NY YE Ur 
Damit ist die Untersuchung der rationalen Raumkurven 
VI. Ordnung mit vier Spitzen auf diejenige der rationalen 
Raumkurven IV. Ordnung II. Species zurückgeführt; alle 
Eigenschaften dieser letzteren lassen sich reziprok auf die 
erstere übertragen und umgekehrt. Durch die allgemeine 
rationale Raumkurve IV. Ordnung 


2, =. tt,’ +,” +aı +a, 
=, +5, +6, +6, +, 
= om tes RP +5” ori + 
2, md +dR® +,” +dı td, 


kann nur eine einzige Fläche 11. Ordnung 


Be 


2%, 220,0, 0,0, 
LEE, | 
Ba ER DE 
0. 
2%... 0, 0,05.0,.0, 
eu 
MEDIEN 


we 


| 


gelegt werden, erhalten nach dem früher angegebenen Ver- 
fahren durch Elimination von gA, 9, 9%, ....%, 1 aus 
einem simultanen System von acht Gleichungen. Auf die 
rationale Raumkurve VI. Ordnung (36) angewendet, ergiebt 
diese Determinante die Gleichung dieser Fläche, inva- 


riant geschrieben in Punktkoordinaten, mit Hilfe 


von (ß) und (y) 

08,4 dgı Igı das Os O5 20% Rdgnı | 
— (DD? „—D? ;D’u+D2,,D! „(@ 2, Dat230,Do)d503 
—2(D2 aD’, —D?3D 24, + D2422°23)(® f,D to 3)9 13024 
—2(D’sD ’ı—D 2, +D 2,,D 234) 17, D2s+2,%,D 14)014023 


in Ebenenkoordinaten 


= 823 81. Dia wu 4 dı3 821 Das Ugu, 4 dıad Dan Ugly (39) 
+ O14 Öa3 Daz.Uguz -+ O4 031 Ds, Usdı + Oz1 d12Die. UyUs 
wobei 
RE NEN EDR, 3 = (d—a)? = 2, 
02 == (a—c)? = Da 0294 Se (d—b)? Fe Da (40) 
late De 0 (ON IN 
RB? = Dia Das Ya: = 0212 O2 Oz 


ein Resultat, das auch eine unmittelbare Folge der oben 


» 


(38) 


— 33 — 


ausgesprochenen Reziprocität ist. Denn die rationale Raum- 


kurve IV. Klasse liegt auf der Fläche II. Ordnung 

0= Em, Dis dyı 912”) 
daher wird die rationale Raumkurve IV. Ordnung (36) von 
dem Ebenenbündel Il. Klasse 

DEE uu, Dh 


umhüllt; diese Gleichung liefert, nach dem üblichen Ver- 
fahren in Punktkoordinaten umgesetzt, die Gleichung (38). 
Dabei sind die Gleichungen dieser rationalen 
Raumkurve IV. Ordnung, II Species und 
VI. Klasse: 


pa, = fit. R’z, u=fr.f%.fr 
pr, = f5‘. R’z, a f?.f-fr (41) 
Pr = ft. RPje w=fr fr .fr 
u, =ft. R?ss u,=f.f?-T1, 
in Punktkoordinaten in Ebenenkoordinaten 


Letzteres auch durch direkte Berechnung von (36). 


Das Verschwinden der Invariante D,, z. B. 
nz) 
zeigt, dass die vier Parameter % der, den Schnittpunkten des 
Kegelschnitts mit den Ebenen x, = O0 und &, = 0 entsprechen- 
den Doppelpunkte ein harmonisches Doppelverhältnis bilden. 


da = Da Da — D’, = 0 
ist die Bedingung dafür, dass der Kegelschnitt die Kante 
En) 
De ) des Tetraeders schneidet. Die rationale Raum- 
gern 
kurve VI. Ordnung mit vier wirklichen Doppelpunkten 


zerfällt in eine solche V. Ordnung mit zwei 


*, Vgl. Gleichung (27) mit Berücksichtigung von (24) und (40), 
3 


a 


Doppelpunkten, die für 2, =0 und D, = 0 auch in 


Spitzen übergehen können, und eine Sehne derselben. 


Ist IR, DR, 
so schneidet der Kegelschnitt zwei Gegenkanten. Die Raum- 
.kurve. VI. Ordnung zerfällt in zwei Sehnen und eine ra- 
tionale Raumkurve IV. Ordnung ohne wirk- 
lichen, also. mit drei scheinbaren Dass 
punkten. | 

Wenn N, d, 0 
so schneidet der Kegelschnitt zwei anliegende Kanten des 
Tetraeders. Die transformierte Raumkurve ist rational 
von der OrdnungIV mit einem wirklichen Dop- 

N, 


pelpunkt in /z,=0,. Dasselbe Resultat erhält man, 


Beh) 
wenn der Kegelschnitt durch eine Tetraederecke, etwa 
ne) | 
De N geht, alsdann ist ausser 
N, | 
II et, el noch Br 


Schneidet der Kegelschnitt drei Kanten des 'Teetraeders, 
die weder in einer Ebene liegen, noch durch einen Punkt 
gehen, ist also z. B. i | 

2... ==.0 RN dA, ad 
so zerfällt die Raumkurve VI. Ordnung in drei Tetraeder- 
kanten und eine rationale räumliche Kurve III. Ord- 
nung. Dasselbe wird bewirkt, wenn der Kegelschnitt durch 
eine Ecke geht, und eine nicht durch diese hindurchgehende 


Kante des Tetraeders in einem Punkt schneidet, wenn also 
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wobei noch irgend eine der drei Resultanten R,., Rus» 
R,,, verschwinden muss. 


Der Kegelschnitt schneide drei, von einer Ecke aus- 
laufende Kanten, wofür die Bedingung ist: 
| I AN, 
so ergeben die Kurvengleichungen durch Transformation 
eine ebene rationale Kurve III. Ordnung. Das- 
selbe Ergebnis, wenn der Kegelschnitt eine Kante zweimal 
: (aber nicht in den Ecken), und die Gegenkante einmal trifft: 
Bert ), del A) 


Ist A IR 1 KT) PIE——A 
d. h. liegt der Kegelschnitt in der Ebene 
0 Ross : %ı — Raaı - %a 
so geht er in eine ebene rationale Kurve IV. Ord- 
nung mit drei Doppelpunkten über. 


Geht der Kegelschnitt durch zwei Ecken, d. h. ist 
Re N, 
d,=d„=d,=0 Ra = 

so erhält man durch Transformation wieder einen Kegel- 
schnitt durch dieselben zwei Ecken. Dasselbe für den 
Fall, dass der Kegelschnitt durch zwei, in einer Ebene 
liegende Kanten und die Gegenecke geht, d. h. dass 
ee el del. Ba = 09 
RT RER 


Ist ea 
ohne dass zugleich eines der d, verschwindet, so liegt der 
Kegelschnitt in der Ebene 
0 = Roy: 2%, — Rau: %a + Rasa - %3 


Re Sue 


| el 
durch die Ecke 


%,=0,, alsdann ist die rationale 


 ) 
Raumkurve VI. Ordnung nur noch der teilweise 
Durchschnitt von Flächen IV. Ordnung mit 
einer Kegelfläche II. Ordnung. 


Geht der Kegelschnitt durch zwei Ecken und trifft er 
ausserdem noch die Gegenkante, d. h. ist 

d1s we) dag = daı va) Rıas a 0 
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so ergiebt sich durch Transformation nur noch eine Ge- 


RR .., 


N i ; 
rade, welche die Kante ® Er ‚ in einem Punkte schneidet. 
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Ds Di Du Pa = 0 
endlich, ist die Bedingung dafür, dass die zwei Ebenen, 
= I 
welche durch die Tetraederkante I: m r und die beiden 
. u 2 og 
Bd 


Tangenten des Doppelpunkts ’ — 0} gelegt sind und durch 


I = (0) 
die Gleichung 
0=d,.%° +2 (Ds Da — Da Did) % 4 + I 
bestimmt sind, mit den Koordinatenebenen &, = 0 und 
%, = ein harmonisches Ebenenbüschel bilden. | 
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